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Uočite da odgovarajući red bez apsolutnih vrijednosti

X

x2R

xfZ(x) =
1X

x=1

(�1)x+1
x

x(x+ 1)
=

1X

x=1

(�1)x+1

x+ 1

konvergira po Leibnizovom kriteriju. Dakle, iako je red
P

x2R xfZ(x) konver-

gentan, slučajna varijabla Z nema matematičko očekivanje.

Neka je X diskretna slučajna varijabla s funkcijom gustoće f , takva da

X � 0 i
P

x2R |x|f(x) = 1. Tada je očito
P

x2R xf(x) = 1 i možemo

definirati E(X) = 1. Nadalje, neka je X proizvoljna diskretna slučajna

varijabla. Tada očito vrijedi X = X
+ �X

�
, X

+
i X

�
su također diskretne

slučajne varijable te X
+ � 0 i X

� � 0. Ako je barem jedan od brojeva

E(X+) i E(X�) konačan, onda definiramo E(X) = E(X+)� E(X�).

4.3.1 Matematičko očekivanje nekih slučajnih varijabli

U ovom odjeljku računamo matematičko očekivanje najpoznatijih diskretnih

slučajnih varijabli – binomne, Poissonove i geometrijske.

Primjer 4.24 Neka je X ⇠ B(n, p). Odredimo E(X).
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Primjer 4.25 Neka je X ⇠ P (�). Odredimo E(X).
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Primjer 4.26 Neka je T ⇠ G(p) geometrijska slučajna varijabla na N.

Odredimo E(X).

Rješenje: Imamo,

E(T ) =
1X

n=1

nq
n�1

p = p
d

dq

1X

n=0

q
n = p

d

dq
(1� q)�1 = p(1� q)�2 =

1

p
.

Ako je eT geometrijska slučajna varijabla na Z+, onda je eT = T � 1 pa je

(vidi Teorem 4.31 (a)), E(eT ) = E(T )� 1 = 1/p� 1 = q/p.

4.3.2 Matematičko očekivanje na diskretnom vjerojat-

nosnom prostoru

Na diskretnom vjerojatnosnom prostoru matematičko očekivanje može se de-

finirati na ekvivalentan način, često pogodniji za neke izračune.

Propozicija 4.27 Neka je (⌦,P(⌦),P) diskretan vjerojatnosni prostor i X :
⌦ ! R slučajna varijabla s vjerojatnosnom funkcijom gustoće f . Tada X ima
matematičko očekivanje ako i samo ako

X

!2⌦

|X(!)|P({!}) < 1 . (4.2)

U tom slučaju je
E(X) =

X

!2⌦

X(!)P({!}) . (4.3)

Dokaz: Budući da je ⌦ najviše prebrojiv, X prima najviše prebrojivo vri-

jednosti D = {a1, a2, . . . }. Stavimo Aj := {! 2 ⌦ : X(!) = aj} te

pj := P(Aj) =
P

!2Aj
P({!}). Nadalje vrijedi

X

!2⌦

|X(!)|P({!}) =
X

aj2D

X

!2Aj

|X(!)|P({!}) =
X

aj2D

X

!2Aj

|aj|P({!})

=
X

aj2D

|aj|
X

!2Aj

P({!}) =
X

aj2D

|aj|pj =
X

x2R

|x|f(x) .

Dakle, red u (4.2) konvergira ako i samo ako je
P

x2R |x|f(x) < 1, tj. ako

i samo ako postoji matematičko očekivanje. Jednakost (4.3) sada slijedi

sličnim računom kao gore. 2
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Teorem 4.40 Neka je X diskretna slučajna varijabla koja poprima vrijed-
nosti u Z+ i neka je k � 2. Tada vrijedi

E(X · · · (X � k + 1)) = k

1X

n=k

(n� 1) · · · (n� k + 1)P(X � n).

4.4.1 Varijanca nekih slučajnih varijabli

U ovom odjeljku računamo varijancu najpoznatijih diskretnih slučajnih va-

rijabli.

Primjer 4.41 Neka je X ⇠ B(n, p) binomna slučajna varijabla. Pomoću

Teorema 4.29 prvo računamo

E[X(X � 1)] =
nX
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✓
n
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p
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q
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=
nX

k=2

k(k � 1)
n(n� 1)(n� 2) · · · 2 · 1

k!(n� k)!
p
k
q
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= n(n� 1)p2
nX
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(n� 2) · · · 2 · 1
(k � 2)!(n� k)!

p
k�2

q
n�k

= n(n� 1)p2
n�2X

j=0

(n� 2)!

j!(n� 2� j)!
p
j
q
n�2�j = n(n� 1)p2 .

Sada je E[X2] = E[X(X � 1) +X] = E[X(X � 1)] +E[X] = n(n� 1)p2 + np

pa je

Var(X) = E[X2]� (EX)2 = n(n� 1)p2 + np� (np)2 = np� np
2 = npq .

Primjer 4.42 Neka je X ⇠ P (�). Slično kao u prethodnom primjeru prvo

računamo

E[X(X � 1)] =
1X

n=0

n(n� 1)
�
n

n!
e
�� = �

2
e
��

1X

n=2

�
n�2

(n� 2)!

= �
2
e
��

1X

k=0

�
k

k!
= �

2
.

Slijedi da je

Var(X) = E[X2]�(EX)2 = E[(X(X�1)]+E[X]�(EX)2 = �
2+���

2 = � .
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5.  Disperzija za Puasonovu raspodjelu s parametrom � :
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6.  Disperzija za geometrijsku raspodjelu s parametrom � :
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7. Očekivanje i disperzija za uniformnu raspodjelu na intervalu � :
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Primjer 4.43 Neka je T ⇠ G(p). Tada znamo da je P(T = n) = q
n�1

p,

n 2 N. U Primjeru 4.26 smo pokazali da je E(T ) = 1/p. Alternativno,

vrijedi P(T > n) = q
n
. Po Teoremu 4.36 imamo

E(T ) =
1X

n=0

P(T > n) =
1X

n=0

q
n =

1

1� q
=

1

p
.

Izračunajmao sada Var(T ) = E(T 2)� E(T )2. Imamo

E(T 2) =
1X

n=1

n
2P(T = n) =

1X

n=1

n
2
q
n�1

p =
1X

n=1

n(n� 1)qn�1
p+

1X

n=1

nq
n�1

p

= pq

1X

n=2

n(n� 1)qn�2 + E(T ) = pq
@
2

@q2

1X

n=2

q
n�2 + E(T )

= pq
2

(1� q)3
+ E(T ) = 2q

p2
+

1

p
.

Konačno,

Var(T ) =
2q

p2
+

1

p
� 1

p2
=

1� p

p2
.

Ako je eT ⇠ G0(p), onda otprije znamo da je eT = T�1 pa je po Propoziciji

4.39, Var(eT ) = Var(T ) = (1� p)/p2.

4.4.2 Razni primjeri

Primjer 4.44 Kutija sadrži n listića numeriranih brojevima 1, . . . , n. Na

slučajan način izabran je listić. Neka slučajna varijabla X označava broj na

tom listiću. Odredimo E(X) i Var(X).

Rješenje: Prirodno je za pretpostaviti da je

X ⇠
✓

1 . . . n

1/n . . . 1/n

◆
.

Slučajna varijabla s gornjom distribucijom zove se uniformna ili jednolika
slučajna varijabla. Oznaka X ⇠ U(1, . . . , n). Imamo,

E(X) =
nX

i=1

i

n
=

n(n+ 1)

2n
=

n+ 1

2
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4.4.2 Razni primjeri

Primjer 4.44 Kutija sadrži n listića numeriranih brojevima 1, . . . , n. Na

slučajan način izabran je listić. Neka slučajna varijabla X označava broj na

tom listiću. Odredimo E(X) i Var(X).

Rješenje: Prirodno je za pretpostaviti da je

X ⇠
✓

1 . . . n

1/n . . . 1/n

◆
.

Slučajna varijabla s gornjom distribucijom zove se uniformna ili jednolika
slučajna varijabla. Oznaka X ⇠ U(1, . . . , n). Imamo,

E(X) =
nX

i=1

i

n
=

n(n+ 1)

2n
=

n+ 1

2

c� NS & ZV 28.01.2019.
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△

Definicija. Neka je X neprekidna slučajna varijabla s funkcijom gustoće f . Ma-
tematičko očekivanje slučajne varijable X je definirano sa

EX =

∫ ∞

−∞
xf(x) dx,

ukoliko gornji integral apsolutno konvergira.
Napomena. Općenito, za funkciju g : R → R vrijedi

E[g(X)] =

∫ ∞

−∞
g(x)f(x) dx,

ukoliko gornji integral apsolutno konvergira. Tako je varijanca slučajne varijable X
definirana sa

VarX := E[(X − EX)2] =

∫ ∞

−∞
(x − EX)2f(x) dx.

Zadatak 6.2 Slučajna varijabla X ima neprekidnu uniformnu razdiobu na inter-
valu ⟨a, b⟩ i pǐsemo X ∼ U(a, b) ako joj je funkcija gustoće

f(x) =

{
1

b−a , a < x < b,
0, inače.

Odredite očekivanje, varijancu i funkciju distribucije slučajne varijable X.

Rješenje:

EX =

∫ ∞

−∞
xf(x) dx =

∫ b

a

x

b − a
dx =

1

b − a

x2

2

∣
∣
b

a
=

a + b

2

E[X2] =

∫ ∞

−∞
x2f(x) dx =

∫ b

a

x2

b − a
dx =

1

b − a

x3

3

∣
∣
b

a
=

a2 + ab + b2

3

VarX = E[X2] − (EX)2 =
a2 + ab + b2

3
−
(

a + b

2

)2

=
(a − b)2

12

F (x) =

∫ x

−∞
f(t) dt =

⎧

⎨

⎩

0, x < a
∫ x

a
1

b−a , a ≤ x ≤ b
∫ b

a
1

b−a dt, x > b
=

⎧

⎨

⎩

0, x < a
x−a
b−a , a ≤ x ≤ b

1, x > b

△
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2

∣
∣
b

a
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2
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a

x2

b − a
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b − a

x3

3

∣
∣
b

a
=

a2 + ab + b2

3

VarX = E[X2] − (EX)2 =
a2 + ab + b2

3
−
(

a + b

2

)2

=
(a − b)2

12

F (x) =

∫ x

−∞
f(t) dt =

⎧

⎨

⎩

0, x < a
∫ x

a
1

b−a , a ≤ x ≤ b
∫ b

a
1

b−a dt, x > b
=

⎧

⎨

⎩

0, x < a
x−a
b−a , a ≤ x ≤ b

1, x > b

△



8.  Očekivanje i disperzija za eksponencijalnu raspodjelu � :





                         � 


9.  Očekivanje i disperzija za normalnu �   raspodjelu:





           

           � 


     Ako �  onda     � , pa slijedi


                        � 


10.  Košijeva raspodjela nema očekivanje jer integral �     ne konvergira.      


      Dovoljno je uočiti 



         


                                    .

λ

𝔻(X ) =

𝒩(0,1)

𝔻(X ) =

X : 𝒩(μ, σ2) Z =
X − μ

σ
: 𝒩(0,1)

1 = 𝔻 ( X − μ
σ ) =

1
σ2

𝔻(X ) ⟹ 𝔻(X ) = σ2 .

∫
+∞

−∞
|x |

1
π (1 + x2)

d x
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Zadatak 6.3 Slučajna varijabla X ima eksponencijalnu razdiobu s parametrom
λ > 0 i pǐsemo X ∼ Exp(λ) ako joj je funkcija gustoće

f(x) =

{

λe−λx, x > 0
0, inače.

Odredite očekivanje, varijancu i funkciju distribucije slučajne varijable X.

Rješenje:

EX =

∫ ∞

−∞
xf(x) dx =

∫ ∞

0

λe−λ dx = −xe−λx
∣
∣
∞
0

+

∫ ∞

0

e−λx dx = 0 +
e−λx

−λ

∣
∣
∞
0

=
1

λ

E[X2] =

∫ ∞

−∞
x2f(x) dx =

∫ ∞

0

x2λe−λx dx = . . . =
2

λ2

VarX = E[X2] − (EX)2 =
2

λ2
− 1

λ2
=

1

λ2

F (x) =

∫ x

−∞
f(t) dt = (∗)

1. x < 0

(∗) =

∫ x

−∞
0 dx = 0;

2. x ≥ 0

(∗) =

∫ x

0

λe−λx dx = −e−λx
∣
∣
x

0
= 1 − e−λx

pa je

F (x) =

{

0, x < 0
1 − e−λx, x ≥ 0.

△

Zadatak 6.4 Pretpostavite da slučajna varijabla ima funkciju distribucije

F (x) = C − e−x2
, x > 0.

(a) Odredite C.

(b) Izračunajte P(X > 2) i P(1 < X < 3).

(c) Odredite funkciju gustoće f .

(d) Izračunajte EX.
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(b) Izračunajte P(X > 2) i P(1 < X < 3).

(c) Odredite funkciju gustoće f .
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Rješenje:
Računamo:

FZ(x) = P(Z ≤ x) = P(
X − µ

σ
≤ x) = P(X ≤ µ + σx) =

=

∫ µ+σx

−∞

1

σ
√

2π
e−

(x−µ)2

2σ2 dx =

{

y = x−µ
σ

=⇒ dx = dy
σ

}

=

=

∫ x

−∞

1√
2π

e−
y2

2 σ dy =

∫ x

−∞

1√
2π

e−
y2

2 dy

pa je Z neprekidna slučajna varijabla s funkcijom gustoće

fZ(y) =
1√
2π

e−
y2

2 , y ∈ R,

odnosno Z ∼N(0, 1).

△

Napomena. Ako je X ∼N(0, 1), onda je

FX(x) =
1√
2π

∫ x

−∞
e−

t2

2 dt = Φ(x)

i Φ čitamo iz tablice.

Zadatak 6.6 Neka je X ∼N(0, 1). Odredite EX i VarX.

Rješenje:

EX =

∫ ∞

−∞
x · 1√

2π
e−

x2

2 dx = − 1√
2π

e−
x2

2

∣
∣
∞
−∞ = 0

VarX = E[X2] − (EX)2 = E[X2] − 0 =
1√
2π

∫ ∞

−∞
x2e−

x2

2 dx =

=
1√
2π

[

−xe−
x2

2

∣
∣
∞
−∞ +

∫ ∞

−∞
e−

x2

2 dx

]

=
1√
2π

[0 +
√

2π] = 1

△

Zadatak 6.7 Neka je X ∼N(µ, σ2). Odredite EX i VarX.

Rješenje:
Iz zadatka 5.13 slijedi da je

Z =
X − µ

σ
∼ N(0, 1)
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pa iz zadatka 6.6 slijedi

0 = EZ = E

[
X − µ

σ

]

=
1

σ
EX − µ

σ
=⇒ EX = µ

1 = VarZ = Var

(
X − µ

σ

)

=
1

σ2
VarX =⇒ EX = σ2

△

Zadatak 6.8 Vijek trajanja neke automobilske gume je normalno distribuiran s
očekivanjem 34 000 km i standardnom devijacijom od 4 000 km.

(a) Izračunajte vjerojatnost da guma traje vǐse od 40 000 km.

(b) Ako je guma prešla 30 000 km, izračunajte vjerojatnost da će guma trajati još
10 000 km.

Rješenje:
X =vijek trajanja gume =⇒ X ∼N(34000, 40002)
µ = 34000, σ = 4000
Zadatak 5.13 =⇒ Z = X−µ

σ ∼N(0, 1)

(a)

P(X > 40000) = P(
X − µ

σ
>

40000 − µ

σ
) = P(Z > 1.5)

= 1 − Φ(1.5) = 1 − 0.9333 = 0.0668

(b)

P(X > 40000|X > 30000) =
P(X > 40000, X > 30000)

P(X > 30000)
=

P(X > 40000)

P(X > 30000)
= (∗)

P(X > 30000) = P(
X − µ

σ
>

30000 − µ

σ
)

= P(Z > −1) = 1 − Φ(−1) = Φ(1) = 0.8413

=⇒ (∗) =
0.0668

0.8413
= 0.0794

△

Zadatak 6.9 Pretpostavite da je vrijeme putovanja nekog studenta od kuće do fa-
kulteta približno normalno distribuirano s očekivanjem 40 minuta i standardnom
devijacijom od 7 minuta. Student želi stići na predavanje koje počinje u 12:15 sati.

by parts twice or tables, you can show that
Z

�x2e��x dx = �x2e��x � 1
�2xe

��x � 1
�22e

��x,

and that evaluates from 0 to 1 as 2/�2. Therefore,
the variance is

�2 = E(X2)� µ2 =
2

�2
� 1

�2
=

1

�2
.

The lack of a mean and variance for a Cauchy
distribution. Not every distribution has a mean
and variance. We’ll see in a minute that the Cauchy
distribution doesn’t. There are also distributions
that have means but not variances, or, you could
say, their variances are infinite. The Central Limit
Theorem will require that the distribution in ques-
tion does have both a mean and variance.
Let’s try to compute the mean of a Cauchy dis-

tribution and see what goes wrong. It’s density is

f(x) =
1

⇡(1 + x2)
for x 2 R. So its mean should

be

µ = E(X) =

Z 1

�1

x dx

⇡(1 + x2)

In order for this improper integral to exist, we need
both integrals

R 0

�1 and
R1
0 to be finite. Let’s look

at the second integral.
Z 1

0

x dx

⇡(1 + x2)
=

1

2⇡
log(1 + x2)

����
1

0

= 1

Similarly, the other integral,
R 0

�1, is �1. Since
they’re not both finite, the integral

R1
�1 doesn’t

exist. In other words 1�1 is not a number.
Thus, the Cauchy distribution has no mean.

What this means in practice is that if you take a
sample x1, x2, . . . , xn from the Cauchy distribution,
then the average x does not tend to a particular
number. Instead, every so often you will get such a
huge number, either positive or negative, that the
average is overwhelmed by it.
A computation of its variance of a Cauchy distri-

bution shows that’s infinite, too.
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